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Bemerkungen und Hinweise:

e Die Bearbeitungszeit betragt 120 Minuten.
e Bitte schreiben Sie die Losung jeder Aufgabe auf ein eigenes Blatt.

e “Schmierzettel” und Nebenrechnungen miissen nicht mit abgegeben wer-
den.

e Essind keine Hilfsmittel zugelassen, insbesondere keine Biicher, Vorlesungs-
oder Ubungsmitschriften. Sie diirfen kein elektronisches Gerét an Threm
Arbeitsplatz haben.

e Alle Losungen sind zu begriinden. Sie kénnen sich auf alle Aussagen der
Vorlesung berufen.

e Bitte merken Sie sich den angegebenen Code. Sie werden ihn benotigen,
um Thr Klausurergebnis in Erfahrung zu bringen.



Aufgabe 1: ( 6 Punkte)
Betrachtet wird der Endomorphismus

f:Q*— QY (21,29, 23,24) — (221,21 + T2 + T3, 21 — T2 + 3x3, —T4).

a) Sei (ey, eq,e3,¢e4) die Standardbasis von Q*. Zeigen Sie, daf die Untervek-
torrdume (e, €2, e3) und (eq) f-invariant sind.

b) Zeigen Sie, daf8 es eine Basis A von Q* gibt, so dai M 14,4 eine Matrix
in Jordanscher Normalform ist. Bestimmen Sie so eine Basis A und die
Matrix My 4, 4.

Aufgabe 2: ( 6 Punkte)
Betrachtet wird die Matrix

A= € M(3 x3,R)
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a) Bestimmen Sie ein 7' € O(3) und eine Diagonalmatrix D € M (3 x 3,R),
sodaB D =T~ 1AT.

b) Bestimmen Sie fiir jedes m € N das Minimalpolynom von A™.

Aufgabe 3: ( 6 Punkte)
Betrachtet wird auf dem R-Vektorraum R? die Bilinearform
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b:R? xR = R, ((z1,22), (y1,2)) — T1y1 + Tayo + 3T1Y2 + 5T21-

a) Zeigen Sie, daB b ein Skalarprodukt von R? ist.
b) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von (R2,b).

c) Zeigen Sie, daf} die lineare Abbildung
[ (R%,b) = (R?,D), (1,3) = (21 + @2, —3)

orthogonal ist.

d) Laut Vorlesung ist jeder orthogonale Endomorphismus eines 2-dimensionalen
FEuklidischen Vektorraums entweder eine Drehung oder eine Spiegelung. Ist
der orthogonale Endomorphismus f aus (c) eine Drehung von (R?,b)? Ist
f eine Spiegelung von (R2,b)?



Aufgabe 4: ( 6 Punkte)

a) Seien V ein endlich erzeugter Vektorraum iiber einem Kérper K und n € N
die Dimension von V. Sei f € End(V) ein nilpotenter Endomorphismus
von V mit rk(f) = 1. Geben Sie eine Matrix A € M(n x n, K) in Jordan-
scher Normalform an, so daf es eine Basis A von V mit My 44 = A
gibt.

b) Seien V ein endlich erzeugter Vektorraum iiber einem Korper K und f €
End(V) ein Endomorphismus von V mit rk(f) = 1. Zeigen Sie, da} f
diagonalisierbar oder nilpotent ist.

Aufgabe 5: ( 6 Punkte)
Sei (V, b) ein nicht-ausgearteter symmetrischer endlich erzeugter bilinearer Raum
iitber dem Korper R. Zeigen Sie

a) Es gibt ein v € V mit b(v,v) = 0 und v # 0 genau dann, wenn
dim (V,b) # 0 und dim_(V, b) # 0.

b) Sind U;,Us,...,U, Untervektorrdume von V mit V=0U; L Uy L ... L
U, (beziiglich b), so ist dim_(V,b) = Y7, dim_(U;, b|U5;).

Aufgabe 6: ( 6 Punkte)

a) Seien V ein endlich erzeugter Vektorraum iiber einem Kérper K und
f € End(V) ein Endomorphismus von V. Geben Sie die Definition des
Stabilitdtsindex sy von f. Sei A € K. Geben Sie die in der Vorlesung
angegebene Definition des verallgemeinerten Eigenraums zu f und .

b) Seien V ein endlich erzeugter Vektorraum iiber einem Korper K, f €
End(V) ein Endomorphismus von V und U ein f-invarianter Untervek-
torraum von V. Seien f' = f|U : U — U und f : V/U — V/U die von f
induzierten Endomorphismen. In welcher Beziehung stehen die Polynome

cpy, cpy und cpy ?
c) Welche der folgenden Aussagen sind wahr? Welche sind falsch? Begriinden
Sie Thre Antwort.

(a) Jede Matrix A € M(2 x 2,C) ist diagonalisierbar oder #hnlich zu
einer Matrix der Form ( (1) i\ ) mit A € C.

(b) Sind V ein Vektorraum {iiber einem Korper K und f € End(V) ein
Endomorphismus von V und p € K[X], so ist p(f)(ker f) = {0}.

(c) Sind (V,(, })) ein Euklidischer Vektorraum und f : V' — V ein Iso-
morphismus, der selbstadjungiert ist, so ist auch der Isomorphismus
f~1:V — V selbstadjungiert.



